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0. Vorbemerkungen

Die derzeitigen Forschungen im Bereich der Fachdidaktik scheinen ausschlieBlich
darauf ausgerichtet zu sein, die Aufmerksamkeit auf das Phanomen des Lernvorgangs
zu richten, jedoch unter einem grundlagenbezogenen Gesichtspunkt, und in keinem
Falle in Form einer Konsensfindung zu einem einzigen Modell der Lerntheorie (auch
wenn die kognitive Psychologie derzeit die einflussreichste Kandidatin fiir die Rolle
einer grundlegenden Organisatorin vieler Forschungserfahrungen zu sein scheint).
Ich mochte die Fachdidaktik als Epistemologie des Lernvorgangs verstehen und dazu
Beispiele aus einem Bereich vorfiihren, in dem ich kompetent bin, und zwar der Ma-
thematik. Diskussionen mit Kollegen, Didaktikern aus anderen Fichern und gelegent-
liche Lektiiren haben in mir jedoch die Uberzeugung bestitigt, dass die allgemeinen
Probleme stets die gleichen zu sein scheinen, wenn auch in unterschiedlicher Aus-
pragung. Obwohl ich meinen engen und oben skizzierten Bereich nicht verlassen will
(oder kann), bin ich daher iiberzeugt, dass mogliche - und vergleichbare - kritische
Berichte von Angehorigen anderer Forschungssektoren nicht viel anders ausfallen
diirften.

Was ich an dieser Stelle unternehmen mochte, ldsst sich schnell angeben. Ich werde
einige Probleme analysieren, die sich in den letzten Jahren besonders intensiv auszu-
pragen scheinen, da sie sich als Forschungselemente der Didaktik der Mathematik
konsolidieren konnten, und da ich glaube, dass sie feste und bedeutsame Ankerpunk-
te fiir eine mogliche Verallgemeinerung liefen konnten. Ich werde auf allzu fachliche
Pridsentationen verzichten und mich daher auf die Vorstellung einzelner Aufgaben
beschrianken, wobei ich in den ndachsten Abschnitten einige Themen skizzieren moch-
te, die in der Welt der Forschung weit verbreitet sind und die Lehrenden' besonders
interessieren konnten.

1. Der "contrat didactique"
In den siebziger Jahren tauchte in der Welt der Forschung zur Didaktik der Mathema-

tik die Vorstellung des contrat didactique auf; diese Idee wurde durch Guy Brous-
seau (1986) eingefiihrt und erwies sich sofort als fruchtbar; sie wurde dann endgiiltig

! Vielleicht besser als: Lehrerinnen und Lehrer, oder: LehrerInnen; Anm. d. Ubers.



durch seine Forschungen zu Anfang der achtziger Jahre bestitigt. AnschlieBend gab
es Untersuchungen in der zweiten Halfte der achtziger Jahre, die in uneingeschrink-
ter Form zum Triumph und zur Theoretisierung dieses Ansatzes fiihrten; an diesen
Untersuchungen beteiligten sich Forscher aus der ganzen Welt; die Idee wurde aner-
kannt und in die Sprache der gesamten internationalen Gemeinschaft aufgenommen.
Diese Vorstellung verdankt sich uneingeschrinkt franzésischem Geist® und war nicht
vollstindig neu. 1973 fiihrte Jeanine Filloux den Terminus contrat pédagogique ein,
um einige Typen der Beziehungen zwischen Lehrenden und Lernenden’ zu definie-
ren. Filloux dachte an einen allgemeinen Vertrag, der eher sozialer als kognitiver Art
sein sollte; demgegeniiber beriicksichtigt der contrat didactique auch die jeweils be-
teiligten Kenntnisse. Ein erster Versuch einer "Definition" des contrat didactique
konnte wie folgt lauten: "In einer Unterrichtssituation, die durch einen Lehrenden
vorbereitet und umgesetzt wird, besteht die Aufgabe des Lernenden im allgemeinen
darin, eine ihm vorgelegte (Rechen-) Aufgabe zu 16sen; der Zugang zu dieser Aufga-
be erfolgt jedoch iiber eine Interpretation der vorgegebenen Fragen, der bereitgestell-
ten Informationen und der auferlegten Pflichten, die als Konstanten der Lehrmethode
des Lehrenden auftauchen. Diese (spezifischen) Gewohnheiten des Lehrenden, die
der Lernende erwartet, und auf der anderen Seiten die Verhaltensweisen des Lernen-
den, die der Lehrende erwartet, bilden den contrat didactique (Brousseau, 1986).
Hiufig gehen diese "Erwartungen" nicht auf spezifische Vereinbarungen zuriick, die
durch die Schule oder durch die Lehrenden vorgegeben oder mit den Lernenden ab-
gesprochen wiirden, sondern auf das Vorverstindnis von Schule und Mathematik so-
wie auf die Wiederholung bestimmter Modalitéiten.

Einige Beispiele:

Beispiel 1 ('Vorverstindnis von Schule'): Der Lernende geht davon aus, dass die
Schule anleitend und bewertend ist; also auch dann, wenn der Lehrende den Lernen-
den dazu auffordert, frei das aufzuschreiben, was er denkt (zum Beispiel: zu den Ho-
hen eines Dreiecks), wird der Lernende davon ausgehen, er miisse dies in einer mog-
lichst strengen Sprache tun, denn er setzt voraus, dass hinter der Aufforderung des
Lehrenden in welcher Form auch immer eine Priifung und eine Kontrolle stecken
miissen; er wird keineswegs "frei" schreiben, sondern er wird stattdessen versuchen,
jene Definition anzugeben, die er als 'richtig" ansieht, also die Definition, die er als
die vom Lehrenden erwartete Antwort betrachtet.

Beispiel 2 ('Verstindnis von Mathematik'): Der Lernende setzt voraus, dass in der
Mathematik gerechnet werden muss; auch wenn die Antwort auf die in einer Aufgabe
enthaltene Frage lediglich mit Worten gegeben werden kann, wird sich daher der
Lernende unwohl fithlen und dazu neigen, Zahlenangaben zu verwenden, um in je-
dem Falle eine formale Antwort zu bieten.

Beispiel 3 ("Wiederholung von Modalitdten'): An drei aufeinander folgenden Monta-
gen ldsst der Lehrende Ubungen an der Tafel durchfithren; dann wei3 der Lernende,
dass es jeden Montag so sein wird; eine Anderung des erwarteten Programms wird
Uberraschungen auslosen. Gleiches gilt z.B. auch fiir die Erwartungen zu moglichen
Themen einer miindlichen Uberpriifung; wenn der Lehrende stets und ausschlieBlich

2 Ich denke an Jean-J acques Rousseau und seinen Contrat social (1762).

Anmerkung des Ubersetzers: das italienische Original hat: contratto didattico. Im Deutschen ist didaktischer
Vertrag / Unterrichtsvertrag moglich; ich habe es jedoch vorgezogen, den franzosischen Originalterminus bei-
zubehalten.

3 Vielleicht besser als: Schiilerinnen und Schiiler, oder: SchiilerInnen; Anm d. Ubers.



Fragen zu den Themen der letzten Unterrichtsstunden gestellt hat, kann und darf er -
so der Lernende - keine Fragen zu Themen stellen, die in der Vergangenheit den
Stoff von Schulstunden dargestellt hatten ...

Die Untersuchung der verschiedenen Erscheinungsformen des Verhaltens der Ler-
nenden unter diesem Blickwinkel hat reiche und iiberaus interessante Friichte gezei-
tigt. Inzwischen konnten viele Verhaltensweisen, die bis vor kurzem als unerklarbar
galten oder dem mangelnden Interesse, der Unwissenheit oder der Unreife zuge-
schrieben wurden, geklart werden.

Eine der bekanntesten Untersuchungen ist unter dem Namen Das Alter des Kapitdiins
bekannt und wurde in einem Buch unter diesem Titel von der franzodsischen Psycho-
login Stella Baruk 1985 veroffentlicht. Ich werde dieses Beispiel so wiedergeben,
wie ich es personlich erlebt habe (und habe erleben lassen) (D'Amore, 1993a). In ei-
ner vierten Grundschulklasse (Alter der Lernenden: 9 bis 10 Jahre) einer bedeuten-
den landwirtschaftlichen Kleinstadt stellte ich diese beriihmte Aufgabe (in der der
"Kapitdn" zum "Schifer" wird): "Ein Schifer hat 12 Schafe und 6 Ziegen. Wie alt ist
der Schifer?"

Im Chor, absolut sicher und ohne Ausnahmen oder Vorbehalte, gaben alle Kinder die
erwartete Antwort: "18". Der entsetzten Lehrerin konnte ich erkldren, dass dieses
Ergebnis auf den didaktischen Kontext zuriickzufiihren ist: sie hatte niemals Aufga-
ben ohne Losung oder unmogliche (entsprechend einer der vielen Formen der Un-
moglichkeit) Aufgaben gestellt (D'Amore, Sandri 1993). Daher hatten die Lernenden
in den contrat didactique eine Klausel eingefiigt, die ungefidhr folgendes besagt:
"Wenn unsere Lehrerin uns eine Aufgabe stellt, dann ist sie bestimmt zu l6sen". Und
da es eine rodliche Vertragsklausel gibt, derzufolge die in einem Text auftauchenden
Zahlenangaben ausnahmslos (einmal und nur ein einziges Mal) zu verwenden sind,
und moglichst auch noch in jener Reihenfolge, in der sie auftauchen, hatten die Kin-
der dieser Klasse keine andere Moglichkeit und keinen Ausweg: sie mussten unter
Verwendung der Zahlendaten 12 und 6 antworten. Die einzige Unsicherheit bestand,
wenn liberhaupt, in der Auswahl des durchzufiihrenden Rechenvorgangs. Es ist natiir-
lich denkbar, dass die Auswahl zufillig auf die Addition gefallen ist; ich hatte jedoch
einen besonders lebhaften blonden Jungen gefragt, wieso er nicht zum Beispiel eine
Division vorgenommen hatte; nach kurzer Uberlegung erklirte er mir: "Nein, dann
ist es zu klein!" und bezog sich damit natiirlich auf das Alter des Schifers ...

[An dieser Stelle liefe sich eine Anmerkung zur Didaktik und zur Schullaufbahn ein-
fiigen. Die Ministerialprogramme fiir die italienischen Grundschulen enthalten eine
ausdriickliche Aufforderung an die Lehrenden, den Lernenden Aufgaben mit fehlen-
den Daten, mit zu vielen Daten und mit widerspriichlichen Daten zu stellen. Es han-
delt sich hierbei nicht um eine Bosartigkeit, die durch einen engstirnigen und unsen-
siblen Biirokraten ausgeheckt worden wire, sondern um eine Anregung zu einem
Versuch, genau diese schddlichen Klauseln aus dem contrat didactique zu entfernen;
es ist bekannt, dass Kinder im allgemeinen den Text einer Aufgabe nur fliichtig le-
sen: sie beschrinken sich darauf, die Aufgabe kurz zu iiberfliegen; sie konzentrieren
sich dann auf die Zahlenangaben und versuchen, 'intuitiv' die Art des bendtigten Re-
chenvorgangs zu erahnen. Aber wenn sich die Lernenden so verhalten, dann muss es
etwas oder jemanden geben, der sie zu dieser Verhaltensweise veranlasst hat; es ist
unniitz, nach Rechtfertigungen zu suchen, die (vermeintlich) mit der vielen Zeit zu-
sammenhidngen, die die Kinder vor dem Fernsehen verbringen, oder mit der Auflo-
sung der Familien, mit fehlender Lektiire, mit dem Verlust an Interesse usw. Es han-



delt sich vielmehr um Klauseln des contrat didactique, die sich der kritischen Kon-
trolle der Erwachsenen entzogen haben, und die sogar manchmal explizit vorzuliegen
scheinen.

Es gibt zwei Beweise fiir die Tatsache, dass es nicht angeht, in vereinfachender Form
den "Zeiten" die Schuld zuweisen zu wollen ...

Erster Beweis: Die gleichen Kinder geben in einem Umfeld, das nicht mehr dem
Klassenumfeld entspricht, auf die gleiche Aufgabenstellung hin nicht mehr die oben
besprochene Antwort, sondern sie erkennen die Unvereinbarkeit zwischen den Daten
und der Aufgabe.

Zweiter Beweis: Die Lernenden einer anderen Klasse, in der der Lehrende schon
mehrfach derartige Aufgaben gestellt hatte, sind daran gewohnt, aufzupassen; wenn
der Lehrende eine Aufgabe stellt, dann muss man den Text genau analysieren; im
Falle der "Schifer - Aufgabe" hatten diese Kinder nach einigem Geldchter und ver-
stohlenen Blicken, die sie sich gegenseitig zuwarfen, in ironischer Form geantwortet
und darauf hingewiesen, dass man die Aufgabe in der gestellten Art und Weise nicht
16sen kann.]

Der Ausdruck "Alter des Kapitins" - Effekt bezeichnet heute das Verhalten eines
Lernenden, der die Antwort auf eine Aufgabe so berechnet, dass er einen Teil oder
die Gesamtmenge der Zahlen benutzt, die im Text vorkommen, auch wenn die Auf-
gabe iiberhaupt keine zahlenméafBige Losung aufweist.

Natiirlich beschriankt sich dieser "Fall" nicht auf die Grundschule, sondern er betrifft
- mit den erforderlichen Verdnderungen - jeden Schultyp.

Dieser Effekt fillt unter die so genannten 'Briiche' des contrat didactique: auch wenn
der Lernende die Absurditdt der gestellten Aufgabe einsieht, muss er personlich ei-
nen Bruch des contrat didactique auf sich nehmen, um antworten zu kénnen, dass die
Aufgabe nicht 16sbar ist. Denn diese neue Situation widerspricht allen seinen Erwar-
tungen, allen seinen Gewohnheiten und allen Klauseln, die bislang im Rahmen der
Unterrichtssituationen zur Anwendung gekommen waren. Aber der Lernende hat
nicht die Kraft - da man ihn niemals daran gewdhnt hat - , den Vertrag aufzuldsen,
und er zieht es vor, die dem Vertrag zu Grunde liegenden Klauseln zu respektieren,
um kein Risiko eingehen zu miissen, und um nicht in der ersten Person etwas zu wa-
gen.

Eingehende Untersuchungen zum contrat didactique haben es gestattet, zu zeigen,
dass Kinder und Jugendliche ganz besondere Erwartungen, allgemeine Schemata und
Verhaltensweisen mitbringen, die im engeren Sinne nichts mit Mathematik zu tun
haben, sondern die von dem im Unterricht eingerichteten contrat didactique abhin-
gen.

Zum Beispiel gibt es in einer Untersuchung zu Aufgaben mit fehlenden Daten und
zum Verhalten der Lernenden bei derartigen Aufgaben (D'Amore, Sandri, 1998) ei-
nen Text, der in der dritten Grundschulklasse (8 bis 9 Jahre) und in der zweiten Klas-
se der Mittelschule? (Alter: 12 bis 13 Jahre) gestellt worden war:

"Giovanna und Paola gehen einkaufen; Giovanna gibt 10.000 Lire aus, und Paola
20.000 Lire. Wer hat am Schluss mehr Geld iibrig, Giovanna oder Paola?"

* Die italienische Mittelschule umfasst die Klassen 6 bis 8; Anm. d. Ubers.
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Und hier nun der Grundtyp der Antworten, die in der dritten Klasse im allgemeinen
gegeben werden; ich wihle das Antwortprotokoll von Stefania und gebe es genauso
wieder, wie die Schiilerin es abgefasst hatte:

Stefania:

In der Geldborse bleibt mehr Geld iibrig bei: Giovanna
30-10=20

10 x 10 =100

Die Antwort "Giovanna" (58,4 Prozent der Antworten in der dritten Grundschulklas-
se; Alter der Lernenden: 8 bis 9 Jahre) ist dadurch zu erkldren, dass - dies ist die
Klausel zur Festlegung der Erwartungen und des konstanten Verhaltens - der Lernen-
de davon ausgeht, dass dann, wenn der Lehrende eine Aufgabe gibt, diese gelost
werden kann; auch wenn der Lernende merkt, dass die Angabe der Anfangssumme
fehlt, so wird er diese Antwort implizit mehr oder weniger wie folgt erfinden: "Diese
Aufgabe muss gelost werden; vielleicht hatten Giovanna und Paolo am Anfang den
gleichen Betrag". Anschlielend ist die Antwort richtig: Giovanna gibt weniger aus,
und es bleibt ihr natiirlich mehr Geld iibrig. Und dadurch erkléirt sich der schriftliche
Teil der Antwort von Stefania. AnschlieBend startet jedoch ein anderer Mechanis-
mus, in Verbindung mit einer anderen Klausel - vom Typ: Bild der Mathematik; o-
der: dem Lehrenden zugeschobene Erwartungen - : "Das kann nicht alles sein; in der
Mathematik muss man rechnen; unsere Lehrerin erwartet das ganz bestimmt". Nun
bricht die kritische Kontrolle zusammen und jede Berechnung wird richtig.

In unserer Arbeit (D'Amore, Sandri 1998) haben wir diese Klausel des contrat didac-
tique wie folgt benannt: "Forderung nach einer formalen Rechtfertigung und Begriin-
dung" (esigenza della giustificazione formale, EGF) und sie in allen Einzelheiten
untersucht. Diese EGF-Klausel ist auch in der Mittelschule weit verbreitet (Alter der
Lernenden: 11 bis 14 Jahre). [Der Prozentsatz der Antworten "Giovanna" sinkt von
58,4 Prozent in der dritten Grundschulklasse (8 bis 9 Jahre) auf 24,4 Prozent in der
zweiten Mittelschulklasse ab (12 bis 13 Jahre); aber nur 63,5 Prozent der Lernenden
der zweiten Mittelschulklasse weisen - in welcher Form auch immer - auf die Un-
moglichkeit hin, eine Antwort zu geben; dies bedeutet, dass 36,5 Prozent eine Ant-
wort geben: mehr als ein Drittel jeder Klasse!]

Nun der Grundtyp einer Antwort auf die gleiche Aufgabe in der zweiten Mittelschul-
klasse; ich habe das Antwortprotokoll einer Schiilerin ausgewidhlt und es genau so
wiedergegeben, wie sie es schriftlich formuliert hatte:

Silvia:

Ich glaube, dass Giovanna [dann verbessert in: Paola] mehr Geld iibrig behilt, denn:
Giovanna gibt 10.000 aus, wihrend Paola 20.000 ausgibt.

10.000 20.000

Giovanna Paola

20.000 minus 10.000 = 10.000 (Geld von Giovanna)

10.000 + 10.000 = 20.000 (Geld von Paola).

Das Protokoll von Silvia zeigt die Wirkungen der gleichen Klauseln des contrat di-
dactique, die schon bei Stefania zum Zuge gekommen waren; eine Analyse ist jedoch
schwieriger. Zunichst ist ein aufwendigerer Versuch zur Durchfithrung einer logi-



schen und formalen Organisation zu sehen. Silvia schreibt zunidchst "Giovanna",
denn sie hat wie Stefania gedacht; dann jedoch - auf Grund der EGF-Klausel - meint
sie, Berechnungen anstellen zu miissen. Es ist wahrscheinlich, dass sie - wenn auch
nur undeutlich - bemerkt, dass ihre Rechenvorginge von der Aufgabe abgeldst sind;
sie rechnet nur deshalb, weil sie meint, einige Berechnungen vornehmen zu miissen.
Wie absurd sie auch immer sein mégen: letztendlich sieht sie sie als plausibel an; da
diese unsinnigen Berechnungen zu einem Ergebnis fiihren, das jenem Ergebnis zuwi-
derlduft, das auf intuitivem Wege erhalten worden war, zieht sie es ndmlich vor, ih-
rer eigenen Intuition Gewalt anzutun, und sie akzeptiert eher die Losung, die sie auf
formalem Wege erhalten hatte; die Berechnungen fithren zur Antwort "Paola" und
nicht zu "Giovanna", wie sie jedoch zunédchst vermutet hatte; sie streicht daher "Gio-
vanna" durch und schreibt "Paola" hin. Der contrat didactique wurde dieses Mal
durch ein formales (leeres, zerstorerisches) Bild der Mathematik vorgegeben und hat
die Vernunft besiegt ...

In (D'Amore 1993b) berichte ich iiber einen merkwiirdigen Versuch auf der Grundla-
ge folgender Textaufgabe, die in einer Grundschule in verschiedenen Klassen gestellt
wurde:

"Die 18 Lernenden der zweiten Klasse wollen einen Tagesausflug von Bologna nach
Verona machen.

Sie miissen folgende Umstéidnde beriicksichtigen:

- Zwei von ihnen konnen nicht zahlen

- Von Bologna bis Verona sind es 120 Kilometer

- Ein Minibus mit 20 Pldtzen kostet 200.000 Lire pro Tag plus 500 Lire pro Kilome-
ter (einschlieBlich der Autobahngebiihren).

Wieviel muss jeder ausgeben?"

Es ist iiberfliissig, anzumerken, dass die Aufgabe komplex ist, dass tatsdchlich ein
Ausflug geplant werden sollte, dass die Lernenden in Gruppenarbeit die Aufgabe hiit-
ten diskutieren und eine Losung finden sollen, usw.

De fakto begeht die iiberwiltigende Mehrheit der Lernenden bei der Losung dieser
Aufgabe einen hidufigen Fehler: die Riickfahrt wird nicht beriicksichtigt; daher wer-
den die Gesamtkosten iiber den falschen Ausdruck 500 x 120 + 20.000 berechnet.

Zu diesem Punkt gibt es eine umfassende Bibliographie zur Rechtfertigung dieses
Umstandes. Eine der hdufigsten Begriindungen betrifft eine Art ... strategischen oder
affektiven Vergessens: die Hinfahrt stellt bei einem Ausflug einen emotional beton-
ten Zeitraum dar, die Riickfahrt aber nicht.

Um diese Frage genauer verstehen zu kdnnen, teilte ich die Aufgabe in verschiedene
Komponenten oder Phasen auf, mit vielen partiellen und spezifischen "Klein-
Fragen"; der Fehler wurde jedoch weiterhin gemacht. Ich schlug dann einigen Leh-
renden vor, die Szenen der Hin- und der Riickfahrt mimisch darstellen und die ver-
schiedenen Momente des Ausflugs zeichnen zu lassen. Der unglaubliche Fall, vor
dem ich stand, und den ich in (D'Amore 1993b) beschrieb, bezieht sich auf ein Kind,
das den Bus unter einem Doppelpfeil gezeichnet hatte: in einem der Pfeile steht:
"Bologna -> Verona 120 Kilometer"; im anderen Pfeil steht: "Verona -> Bologna 120
Kilometer"; dem Kind ist einwandfrei die Tatsache bewusst, dass es bei einem Aus-
flug eine Hinfahrt und eine Riickfahrt gibt; das gleiche Kind benutzt aber fiir die Lo-
sung wieder nur die Daten fiir die Hinfahrt!



Eine der Begriindungen, die die Kinder selbst im Rahmen der Befragungen am hiu-
figsten gaben, ist darin zu sehen, dass sie sich nicht trauten, eine Angabe zu verwen-
den, die im Text nicht ausdriicklich auftaucht. Der Sinn der in den Mathe-Aufgaben
enthaltenen Fragen ist offenbar kaum bedeutend; was demgegeniiber wichtig ist, ist
die Verwendung der Zahlenangaben, die ausdriicklich als solche prdsentiert werden.
Eines der Kinder antwortete auf Befragen: "Wenn du auch die Riickfahrt berechnen
wolltest, dann hittest du es sagen miissen"; die vom Kind erfasste Liicke ist offen-
sichtlich: bei keiner der Zahlenangaben scheint es zulédssig zu sein, die Aufwendun-
gen fiir die Kilometerstrecke zu verdoppeln.

Ebenfalls im Zusammenhang mit dem contrat didactique ist von dullerstem Interesse
die Haltung der Lernenden angesichts der folgenden beriihmten Aufgabe von Alan
Schoenfeld (1987a):

"Ein Bus der Streitkrifte befordert 36 Soldaten. Wenn 1128 Soldaten per Bus zum
Trainingslager gefahren werden sollen, wie viele Busse braucht man dann?"

Von den 45.000 fiinfzehnjdhrigen Lernenden, die in den USA durch Schoenfeld un-
tersucht wurden, gelang es weniger als einem Viertel (23%), die erwartete Antwort
zu geben: 32 >, Der USA-Forscher behauptet daher, dass nur wenige Lernende in der
Lage sind, den Sinn der Aufgabe zu entnehmen und es wagen, 32 hinzuschreiben, da
diese Angabe nicht formal im Rahmen des Rechenvorgangs gewonnen worden ist;
daher schlédgt er als Begriindung fiir dieses Verhalten bestimmte Fragen vor, die sich
auf metakognitive Umstinde beziehen.

Einige Jahre spiter wollten wir die gleiche Situation erneut analysieren (D'Amore,
Martini, 1997), und wir konnten dabei einiges an Neuem ausfindig machen. Die Auf-
gabe wurde Lernenden verschiedener Schulniveaus gestellt, wobei die Kinder dahin-
gehend frei waren, einen Taschenrechner zu benutzen oder nicht. Wir erhielten viele
Antworten vom Typ: 31,333333, vor allem von Seiten der Lernenden, die einen Ta-
schenrechner benutzten; andere Antworten lauteten:

31,37 und 31,3.

Die Bedeutungskontrolle fithrt dann, wenn sie iiberhaupt vorgenommen wird, dazu,
dass einige Lernende 31 schreiben (die Busse "kann man nicht aufteilen"); jedoch
fithlen sich nur wenige Lernende dazu ermdchtigt, 32 anzugeben. Unter den Lernen-
den, die den Taschenrechner benutzten, gibt es kein einziges Mal die Antwort "32".
Der Lernende fiihlt sich nicht dazu befugt, etwas hinzuschreiben, was nicht auf-
taucht; auch wenn er eine semantische Uberpriifung vornimmt, die dazu fiihrt, dass
Busse nicht in Tortenstiicke aufzuteilen sind, so berechtigt ihn das offensichtlich
nicht dazu, die Zahl 32 hinzuschreiben. Es gibt sogar einige Lernende, die sich noch
nicht einmal dazu befugt sahen, 31 anzugeben; man kann dabei nicht einfach von
einem "Fehler" auf Seiten des Lernenden sprechen, wenn man nicht als Fehler die
Unfédhigkeit ansehen wollte, nach Erhalt der Antwort zu iiberpriifen, ob sie semanti-
sche Kohidrenz mit der gestellten Frage aufweist; danach kommt jedoch ein anderer
Mechanismus zum Tragen. Der Lernende ist nicht bereit, zuzugestehen, dass er einen
Fehler gemacht hat, und er spricht eher von einem "Trick" oder von einer "Falle"; fiir
den Lernenden ist ein mathematischer Fehler oder ein Fehler in der Mathematik im-

> Anmerkung des Ubersetzers: Hier scheint der Autor in seinen eigenen contrat getappt zu sein, denn wenn ge-
niigend Zeit zur Verfiigung steht, reicht natiirlich ein einziger Bus ... !



mer ein Rechenfehler oder ein Fehler, der einem Rechenfehler gleichzusetzen ist,
jedoch niemals ein Fehler semantischer Art.

Eine lange und systematische Untersuchung dieser Aufgabe, die auch in Form zahl-
reicher Befragungen der Lernenden vorgenommen wurde, hat offenbart, dass fiir die-
se Verhaltensweise eine bestimmte Klausel des contrat didactique "verantwortlich"
zu machen ist, die wir wie folgt bezeichnet haben: "Klausel der formalen Weiterde-
legierung (= Abtretung von Verantwortung)". Der Lernende liest den Text; er be-
schlieBt, welcher Rechenvorgang durchzufiihren ist, und er entscheidet, mit welchen
Zahlen vorgegangen werden muss; nun kommt die Klausel der formalen Weiterdele-
gierung zum Tragen: der Lernende braucht nicht mehr zu iiberlegen oder etwas zu
kontrollieren. Unabhéngig davon, ob er im Kopf rechnet - jedoch umso ausgeprigter,
wenn er den Taschenrechner einsetzt - : stets gerit er unter jene Klausel, die... zum
Verlust der rationalen und kritischen Fihigkeiten sowie der Kontrollfahigkeiten
fithrt: die Verpflichtung und Aufgabe des Lernenden ist zu Ende, und nun braucht
nur noch der Algorithmus - oder besser: die Maschine - fiir ihn zu arbeiten. Die nach-
folgende Aufgabe des Lernenden besteht dann wieder darin, das Ergebnis einzutra-
gen, wie auch immer es aussehen moge, und unabhingig davon, was dieses Ergebnis
im Gesamtkomplex der Aufgabe bedeuten mag.

Die Untersuchungen zum contrat didactique, die praktisch weltweit durchgefiihrt
werden, erweisen sich als duBerst fruchtbar und haben schon in wenigen Jahren Er-
gebnisse von groBem Interesse mit sich gebracht, die ein immer besseres Verstindnis
der Epistemologie des Erlernens der Mathematik ermoglichen.

2. Konflikte und Fehlverstindnisse

Ein weiterer Untersuchungsgegenstand im Bereich der Didaktik der Mathematik, der
sich derzeit als duBerst stark und aussagekraftig darstellt, betrifft die so genannten
kognitiven Konflikte. Es geht um folgendes: der Lernende kann sich im Laufe der
Zeit eine bestimmte Vorstellung gebildet und eine Bildvorstellung angenommen ha-
ben; dieses Bild mag im Laufe der Zeit durch wiederholte Uberpriifungen und Erfah-
rungen verstdarkt worden sein. Aber es kann auch vorkommen, dass sich dieses Bild
frither oder spiter als unangemessen erweist, wenn man es mit einem anderen Bild
des gleichen Begriffs oder der gleichen Konzeption vergleicht, wie es z. B. durch den
Lehrenden selbst oder durch andere Personen angeboten wird, und das nicht erwartet
wurde und daher zum fritheren Bild in Kontrast steht.

Auf diese Weise entsteht ein Konflikt zwischen dem fritheren Bild, das der Lernende
als endgiiltig ansah und sich auf den fraglichen Begriff bezog, und dem neuen Bild;
dies geschieht vor allem dann, wenn das neue Bild die Grenzen der Anwendbarkeit
des Begriffs erweitert oder eine umfassendere Darstellung des Begriffs bietet.

In Verbindung mit den Vorstellungen des "Bildes eines Begriffs" und eines "Kon-
flikts" gibt es eine bedeutende Frage, die die Fehlverstindnisse / Missverstindnisse
betrifft. Ein Fehlverstindnis ist ein falscher Begriff und stellt daher ganz allgemein
ein zu vermeidendes Ereignis dar; es wird jedoch nicht immer als eine Situation an-
gesehen, die vollstindig oder zweifelsfrei negativ ist; es ist nicht ausgeschlossen,
dass es - um einen neuen Begriff / eine neue Konzeption konstruieren zu konnen -
erforderlich wird, voriibergehend das Stadium eines Fehlverstidndnisses zu durchlau-
fen, sofern es einer richtigen Neuorientierung unterliegt.



Es ist darauf hinzuweisen, dass zumindest in einigen Fillen bestimmte Bilder Fehl-
verstindnisse im eigentlichen Sinne darstellen kdnnen, also falsche Interpretationen
der erhaltenen Informationen.

An dieser Stelle taucht das umfassende und interessante Problem des so genannten
'verborgenen Curriculums' auf. Der Lernende stoBt auf seine eigenen Fehlverstind-
nisse, wenn er in korrekter Form unkorrekte Regeln anwendet. Hidufig liegt einem
derartigen Umstand ein Nichtverstindnis oder eine falsche Auslegung zu Grunde.
Wenn der Lehrende dies nicht bemerkt, so werden seine Anregungen ins Leere fallen,
denn der Lernende hat ja schon in sein eigenes Curriculum jene Regeln mit aufge-
nommen, die er als richtig ansieht, und die in bestimmten Féllen schon funktioniert
haben.

So gab es zum Beispiel in einer dritten Grundschulklasse einen Lernenden, der in
Form von einzelnen Spalten folgende Subtraktionsvorgénge durchfiihrte:

37- 89- 26- 56-
24= 67= 18= 43=
13 22 12 13

Der Lehrende wies darauf hin, dass drei Subtraktionsvorgidnge von insgesamt 4 kor-
rekt gelost worden waren, und er gab daher eine insgesamt positive Bewertung ab;
soweit es die dritte Subtraktion betrifft, forderte er den Lernenden dazu auf, "sich
einen Zehner zu leihen". Der Lernende verstand nicht, um welchen Zehner es gehen
sollte, denn er dachte an eine andere personliche Regel: um Subtraktionen in Form
von Spalten durchzufiihren, geht man von rechts nach links vor, und in jeder Spalte
wird von der groBeren Zahl jeweils die kleinere Zahl abgezogen. Diese Regel hatte
sich in vielen Fillen bewihrt; die Kommunikation, die sich auf Fille wie die dritte
Aufgabe bezog, war aus welchem Grunde auch immer bei ihm nicht angekommen,
und er hatte daher in sein eigenes Schulprogramm diese "Regel" fest aufgenommen.
Sie funktionierte fast immer, und in jenen Féillen, in denen sie nicht funktionierte,
verstand er nicht, warum dies so war; denn er wandte ja korrekt eine Regel an, von
der er nicht wusste, dass sie unrichtig ist. Genau dies ist ein Fehlverstindnis.

Hierzu einige Beispiele:

Beispiel 1: Der Lernende hat immer Bilder von Rechtecken gesehen, deren Seiten
(Basis und Hohe) jeweils unterschiedliche Liangen aufweisen (auch wenn im Rahmen
der gebotenen Definition lediglich Parallelogramme mit rechten Winkeln auftau-
chen). Dies hat dazu gefiihrt, dass er als Urbild des Rechtecks eine Figur zugrunde-
legt, bei der die Basis und die Hohe unterschiedlich sein miissen:

Eines Tages analysiert der Lehrende etwas eingehender in logischer Hinsicht die De-
finition des Rechtecks und geht dabei von einem Parallelogramm aus; er zeigt, dass
die Vorgabe lediglich den Offnungsgrad der vier inneren Winkel betrifft (bei denen
es sich ausnahmslos um rechte Winkel handeln muss), so dass der Fall eines Quad-
rats nicht ausgeschlossen ist, wenn man es als ein Rechteck ansieht, bei dem die Ba-
sis und die Hohe jeweils gleich lang sind. Nun entsteht ein kognitiver Konflikt - oder
genauer: er kann entstehen - , in Verbindung mit dem Prototyp der erwarteten Figur



(die durch die Erfahrung bestitigt worden ist), und zwar zwischen dem Bild des
Rechtecks, das das Quadrat ausschlieft, und dem neuen angebotenen Bild.

Beispiel 2: Ein Schiiler der ersten Grundschulklasse hatte immer gesehen, dass ein
Rechteck so gezeichnet wird, dass es auf der waagerechten Grundseite "aufruht",
wobei die senkrecht gezeichnete Hohe kiirzer ausfillt; daher hatte sich ein solches
Bild des Begriffs "Rechteck" bei ihm festgesetzt, und dieses Bild wurde stets durch
die Erfahrung bestitigt:

Eines Tages wurde ihm das Bild eines Rechtecks angeboten, dessen Basis zwar waa-
gerecht verlduft, so dass die Hohe senkrecht ausféllt; in diesem Falle war jedoch die
Basis kiirzer als die Hohe:

Bedeutsam ist nun die Bezeichnung, die das Kind spontan vornahm, um den schon
bestehenden Begriff an das neue Bild anzupassen, denn er definierte diese "neue
Form" als "stehendes Rechteck".

Bei dieser spontanen Bezeichnungsgebung erkennt man den gliicklichen Ausgang
eines kognitiven Konflikts zwischen einem Fehlverstdndnis (dem scheinbar stabilen
Bild eines "Rechtecks", das jedoch noch einer endgiiltigen Systematisierung bedurf-
te) und dem neuen Bild, das der Lehrende bewusst und richtig vorgeschlagen hatte.

[Einmal ist mir etwas dhnliches bei Lehrenden der Mittelschule passiert (jedoch nicht
in Italien).
Als ich folgende Figur als "Trapez" bezeichnete:

I\
I

erhielt ich zunidchst ausgepriagte Reaktionen in Form einer Nichtzustimmung, die na-
tiirlich sofort korrigiert wurden. Die stereotype Position des Trapezes hatte zunédchst
(natiirlich nur einige Sekunden lang) eine durch Unbehagen geprédgte Situation er-
zeugt.]

Man konnte noch viele Beispiele liefern, aber ich glaube, dass die aufgefiihrten Bei-
spiele reichen miissten.

Der kognitive Konflikt ist daher ein "interner" Konflikt; er beruht auf der Nichtiiber-
einstimmung zwischen zwei Begriffen oder zwischen zwei Bildern oder schlieB3lich
zwischen einem Bild und einem Begriff.

Der Konflikt kann jedoch auch sozialer Art sein. Nehmen wir an, dass der Lernende
iiber ein Bild oder einen Begriff zu einem bestimmten Thema verfiigt und davon aus-
geht, dass dieses Bild oder dieser Begriff durch die gesamte Klasse geteilt werden
(bzw., allgemeiner: durch die gesamte Gesellschaft); eines schonen Tages entsteht
zwischen diesem Bild oder diesem Begriff ein Konflikt zu jenem Bild oder jenem
Begriff, das/der durch die Lehrenden und/oder durch eine neue Situation angeboten
wird; bei dieser Gelegenheit merkt der Lernende, dass sein eigenes Bild / sein eige-
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ner Begriff iiberhaupt nicht durch die Klasse geteilt wird, sondern ganz im Gegenteil
nur ihn selbst betrifft, so dass er nun isoliert dasteht; z. B. staunen seine Mitschiiler
iiberhaupt nicht iiber einen Vorschlag, den er seinerseits jedoch nicht akzeptieren
kann. Nur ein einziges Beispiel: ein Quadrat wird stets so gezeichnet und durch die
Lehrbiicher immer so dargestellt, dass die Seiten horizontal und vertikal verlaufen;
ein Rhombus wird sehr hdufig mit horizontalen und vertikalen Diagonalen darge-
stellt. Der kleine Michel hat daher die Vorstellung, dass die Quadrate so und nicht
anders sein und die Rhomben demgegeniiber so und nicht anders ausfallen miissen; er
ist iiberzeugt, dass seine Auffassung von allen Klassenkameraden geteilt wird; er
glaubt daher implizit, dass es sich um eine Vorstellung handelt, die in breitem Male
oder sogar uneingeschriankt geteilt wird. Einige Zeit danach zeichnet nun der Leh-
rende ein Quadrat mit horizontalen und vertikalen Diagonalen, bezeichnet es aber
nicht als "Rhombus", wie durch Michel erwartet, sondern als "Quadrat".

Michel merkt auf: hat der Lehrende sich geirrt? Aber er bemerkt stattdessen, dass der
Rest der Klasse diese Benennung akzeptiert; es handelt sich nun um einen kognitiven
Konflikt nicht nur auf der individuellen und "internen" Ebene, sondern sogar auf der
sozialen Ebene, denn der kleine Michel steht nun im Konflikt zu einem Begriff, den
er als allgemein geteilt angesehen hatte.

Die Grundlage fiir Konflikte stellen daher die Fehlverstindnisse dar, also Vorstel-
lungen, die voriibergehend nicht richtig sind und noch eine stiarker ausgearbeitete
und kritischere kognitive Neuordnung und Systematisierung bendtigen. Nun ist aber
darauf zu achten, dass der Lernende dies nicht weill und daher davon ausgeht, dass
seine Vorstellungen, die dem Forscher als Fehlverstindnisse auffallen werden, je-
weils richtige und wahrheitsgetreue Vorstellungen sind! Daher ist es der Erwachsene,
der darum weil}, dass die von den Kindern erarbeiteten und iibernommenen Vorstel-
lungen jeweils Missverstiandnisse sind. Sie einfach als Fehler zu bezeichnen, wire zu
vereinfachend und banal; es geht nicht darum, zu bestrafen oder negativ zu bewerten;
es geht demgegeniiber darum, Hilfsmittel fiir eine kritische Ausarbeitung an die Hand
zu geben. In einem gewissen Sinne konnte man sogar - da auch sehr kleine Kinder (3
bis 6 Jahre) iiber naive, jedoch profunde mathematische Vorstellungen verfiigen
(Agli, D'Amore, 1995), die empirisch oder auf dem Wege des sozialen Austausches
gewonnen werden - davon ausgehen, dass die gesamte Schullaufbahn einer Person,
soweit es die Mathematik betrifft, aus dem Ubergang von Fehlverstindnissen zu rich-
tigen Vorstellungen besteht.

In einem gewissen Sinne konnen die Fehlverstindnisse, wenn man sie wie vorstehend
versteht (als voriibergehend nicht richtige Vorstellungen, die nur auf eine stidrker
ausgearbeitete und kritischere kognitive Neuregelung und Systematisierung warten),
nicht beseitigt werden, und sie stellen keineswegs einen Schaden dar. Sie scheinen
eher einen delikaten - jedoch notwendigen - Zeitpunkt des Ubergangs darzustellen,
und zwar von einer ersten elementaren Vorstellung (naiv, spontan, primitiv, ...) zu
einer stirker ausgearbeiteten und richtigeren Vorstellung.

Die Grundlage fiir derartige Probleme scheinen offenbar in einigen Untersuchungen
von Piaget-Inhelder zu liegen, auch wenn inzwischen eine erhebliche Weiterentwick-
lung der Forschungen auf diesem Bereich festzustellen ist. Sie betreffen auch die
funktionale Starre, den Einstellungs-Effekt, die parasitiren Kognitionen, usw. Um
mich kurz zu halten, verweise ich auf (D'Amore 1993b).

3. Bilder und Modelle
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Lediglich ein rascher Blick auf dieses komplexe Thema. Da ich weiter oben auf Ter-
mini wie "Bild" und "Modell" Bezug genommen habe, wire es gut, zu kldren, dass
ich folgende Terminologie akzeptiere (sie jedoch nicht uneingeschrinkt teile):

Das geistige / mentale Bild ist das figurative oder propositionale Ergebnis, das durch
einen (inneren oder dulleren) Reiz erzeugt wird. Das geistige (mentale) Bild wird
durch kulturelle Einfliisse und personliche Stile geprédgt; anders gesagt: es ist ein ty-
pisches Produkt des Individuums, jedoch mit Konstanten und Konnotationen, die
zwischen verschiedenen Personen gemeinsam auftreten. Das mentale Bild kann mehr
oder weniger bewusst ausgearbeitet sein (auch diese Fahigkeit zur Ausarbeitung
hingt jedoch von der Einzelperson ab). Das mentale Bild ist jedoch intern und zu-
mindest zundchst unwillkiirlich.

Die Gesamtmenge der (mehr oder weniger bewusst) ausgearbeiteten mentalen Bil-
der, die sich alle auf einen bestimmten Begriff beziehen, stellt das mentale (innere)
Modell dieses Begriffs dar.

Anders gesagt: der Lernende konstruiert sich ein Bild I; eines Begriffs C; er hilt die-
ses Bild fiir stabil und endgiiltig. Aber zu einem gewissen Zeitpunkt seines kogniti-
ven Werdeganges erhilt er Informationen zum Begriff C, die nicht unter das Bild I;
fallen, iiber das er bisher verfiigte. Er muss dann (und das kann auf einen kognitiven
Konflikt zuriickzufiihren sein, den der Lehrende erzeugen will) sein "altes" Bild an
ein neues und umfassenderes Bild anpassen, das nicht nur die fritheren Informationen
aufgreifen muss, sondern das auch die neuen Informationen in sich aufnehmen wird.
De fakto wird ein neues Bild I, von C konstruiert. Diese Situation kann sich mehr-
fach wiahrend der Schullaufbahn eines Lernenden wiederholen.

Viele der mathematischen Begriffe werden dadurch erhalten, dass im Laufe der Mo-
nate oder der Jahre jeweils Uberginge von einem Bild zu einem anderen und michti-
geren Bild erfolgen; man konnte sich daher diese Aufeinanderfolge von Konstruktio-
nen der Begriffe, also die aufeinanderfolgenden Bilder I; I, ... I, I,4; ... als eine Art
Treppe vorstellen, auf der man sich dem Begriff C "annédhert".

Zu einem bestimmten Zeitpunkt wihrend dieser Aufeinanderfolge von Bildern gibt es
einen Augenblick, in dem das Bild, zu dem man nach verschiedenen derartigen
Durchgingen gelangt ist, unterschiedlichen Belastungen "widersteht" und sich als
ausreichend "stark" erweist, um sdmtliche neuen Argumente oder Informationen mit
aufzunehmen, die im Zusammenhang mit dem durch das Bild repridsentierten Begriff
C eintreffen. Ein derartiges Bild, das stabil und nicht mehr verédnderbar ist, konnte
man als "Modell" M des Begriffs C bezeichnen.

Sich ein Modell eines Begriffs zu erarbeiten, bedeutet daher, nacheinander Bilder
schwacher und nicht stabiler Art weiter auszuarbeiten, um zu einem starken und sta-
bilen Bild zu gelangen.

Es gibt nun zwei Mdéglichkeiten:

* Das Modell M bildet sich zum richtigen Zeitpunkt, in dem Sinne, dass es sich tat-
sdchlich um das richtige Modell handelt, also genau um jenes Modell, das sich der
Lehrende fiir C wiinschte; die didaktischen MafBnahmen haben funktioniert, und der
Lernende hat das richtige Modell M konstruiert (also das vom Lehrenden gewollte
Modell), als Darstellung des Begriffs C;

* Das Modell M bildet sich zu frith heraus, also dann, wenn es erst durch ein Bild
wiedergegeben wird, das nachfolgend hitte erweitert werden miissen; es ist dann
nicht einfach, zum Begriff C zu gelangen, denn die Stabilitit von M stellt an und fiir
sich ein Hindernis fiir zukiinftige Lernvorgédnge dar.
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Fiihren wir nun die Analyse der Modelle und ihrer Rolle im Rahmen der Lernvorgén-
ge weiter fort.

Wenn ein Lehrender von einem Begriff C ein starkes und iiberzeugendes Bild anbie-
tet, das dauerhaft ist und durch stindige Beispiele und Erfahrungen bestitigt wird, so
verwandelt sich das Bild in ein intuitives Modell.

Kurz gesagt: es besteht eine direkte Ubereinstimmung zwischen der vorgegebenen
Situation und dem mathematischen Begriff, der gerade benutzt wird; dieses Modell
konnte jedoch noch nicht jenes Modell des Begriffs C sein, das innerhalb des mathe-
matischen Wissens erwartet wird.

Dies bedeutet folgendes: im Rahmen der Modelle bleibt die Bezeichnung "intuitives
Modell" jenen Modellen vorbehalten, die uneingeschrinkt den intuitivem Anregun-
gen und Reizen entsprechen und daher unmittelbar und stark akzeptiert werden.
Manchmal spricht man auch von parasitdiren Modellen.

Nachdem z. B. das intuitive Modell der Multiplikation natiirlicher Zahlen akzeptiert
wurde, und wenn man es filschlich auf simtliche Multiplikationen ausweitet, und
sofern dariiber hinaus noch dieses intuitive Modell durch schematische Darstellungen
(in Form von Gruppen- oder Scharbildungen) bestitigt wird, so entsteht ein parasiti-
res Modell, das sich wie folgt darlegen ldsst: eine Multiplikation fiihrt immer dazu,
dass das Ergebnis grofler wird; es muss immer grofler werden.

Analog hierzu ist das parasitire Modell der Division zu sehen. Unabhidngig davon, ob
man sich diesem Problem in Form des "Enthaltenseins" oder in Form der "Auftei-
lung" stellt: wenn man nicht ein wenig von Mathematikdidaktik versteht, kann man
Gefahr laufen, dem Lernenden ein intuitives Modell zu vermitteln, das dazu fiihrt,
dass letztendlich ein parasitdres Modell entstehen wird: bei einer Division A durch B
muss die Zahl B immer kleiner als die Zahl A sein.

Didaktisch ist es sinnvoll, noch instabile Bilder, die darauf warten, geeignete und
aussagekriftige Modelle zu erzeugen, in einer Form zu hinterlassen, in der sie sich
moglichst weitgehend dem mathematischen Wissen annihern, das man erreichen
mochte.

Je "stirker" das intuitive Modell ist, umso schwieriger ist es, dieses Modell aufzu-
brechen, um es an ein neues Bild anzupassen. Dies bedeutet folgendes: das Bild als
Fehlverstindnis darf nicht zu einem Modell werden, da es auf Grund seiner eigentli-
chen Natur noch auf eine endgiiltige Regelung und Systematisierung wartet.

Es geht also darum, keine schiefen oder falschen Informationen zu geben; nicht nur
darf man derartige Informationen nicht explizit weitergeben, sondern man muss ver-
meiden, dass sie sich automatisch bilden, um das Entstehen von parasitiren Modellen
nicht zu begiinstigen.

Hierzu einige Beispiele im einzelnen.

Beispiel 1: Der Lernende hat jahrelang iiberpriifen konnen, dass der Multiplikations-
vorgang "zu einer Zunahme des Wertes der Faktoren" fiihrt; anders gesagt: das Pro-
dukt beider Faktoren ist grofler als jeder Faktor fiir sich genommen (12 ist viel gro-
Ber als 3 und als 4; 60 ist viel groBer als 12 und 5, usw.). Auch die figurativen Bilder
(von darstellenden und operativen Schemata), die dem Lernenden angeboten werden,
um den Vorgang der Multiplikation akzeptabel und intuitiv erfassbar werden zu las-
sen, bestidtigen diese intuitive Erwartung (dies gilt z. B. fiir einen ungeschickten Ein-
satz der so genannten "Reihenbildung"”, die im Rahmen der didaktischen Realitit der
Primarschule duBBerst verbreitet ist). So besteht schon in der ersten Grundschulklasse
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das figurative Bild der Multiplikation (Beispiel: 3 x 4) aus 4 Reihen mit jeweils 3
Gegenstdnden:

Es versteht sich, dass eine derartige Figur genau jenes Bild des Begriffs verstirkt.
Fatalerweise wird aber nun der Tag eintreten, an dem man 3 nicht mehr mit 4 multip-
lizieren muss, sondern mit 0,5; dann funktioniert das (inzwischen entstandene) Mo-
dell nicht mehr, und die durch das Modell vorausgesetzte allgemeine Regel der Zu-
nahme wird hinfillig; somit entsteht der Konflikt (Fischbein, 1985, 1992).

Zu diesem Zeitpunkt ist es nicht einfach, sich die neue Situation anzueignen, um das
frithere Modell an ein neues Modell anzupassen (denn das Merkmal der Modelle - im
Vergleich zu den Bildern - besteht gerade in ihrer Stabilitét).

Auf Grund dessen entsteht die didaktische Notwendigkeit, ein derartiges Bild nicht
zu schnell zu einem stabilen Bild werden zu lassen, damit man es spéter noch erwei-
tern kann, und zwar im Rahmen des Versuchs, in optimaler Form ein Modell fiir ei-
nen Begriff der Multiplikation zu konstruieren, der die nachfolgenden Ausweitungen
auf die nicht natiirlichen Zahlen beriicksichtigen kann.

Es ist kein Zufall, wenn viele fortgeschrittene Lernende (auch an der Universitit!)
ihr Erstaunen in Anbetracht des Umstandes bekunden, dass bei einem Vergleich zwi-
schen den beiden Rechenvorgédngen 18 x 0,25 und 18 : 0,25 der erste Rechenvorgang
zu einem kleineren Ergebnis fiihrt. Sie behalten das falsche Modell bei, das auf der
Grundschule entstanden ist, und auf dessen Grundlage "die Multiplikation zur Erho-
hung der Werte fiihrt".

Beispiel 2: Der Lernende hat stets eine grole Zahl durch eine kleinere Zahl geteilt;
anders gesagt: es ist in thm das Bild entstanden, dass der Dividend stets groer als
der Divisor sein muss. Er wird hierzu durch die Art und Weise veranlasst, in der die
Division dargeboten wird: es handelt sich immer darum, viele Gegenstinde auf we-
nige Schachteln aufzuteilen, oder Dinge dieser Art (Division in Form einer Auftei-
lung); oder es handelt sich immer um Behilter, die jeweils unterschiedliche Gegens-
tinde in sich aufnehmen werden (Division als Fassungsvermogen). Aber dies fiihrt
dazu, dass der Lernende in Anbetracht einer Aufgabe folgenden Typs:

"15 Freunde teilen sich 5 Kilogramm Kekse. Wie viele Kekse bekommt jeder von
ihnen?" ¢ (Deri, Sainati Nello, Sciolis Marino, 1983; D'Amore, 1993b)

auch dann, wenn er schon die hohere Schule besucht (Alter: 14 bis 19 Jahre), spontan
dazu bewogen wird, die Division 15 durch 5 durchzufiihren [er berechnet dann nicht,
wie viele Kekse auf jeden Freund entfallen, sondern "wie viele Freunde auf jedes
Kilo Kekse entfallen", entsprechend dem ironischen Kommentar eines Lernenden der
ersten Klasse einer naturwissenschaftlichen Oberschule in Lugo (Provinz Ravenna)
(Alter: 14 - 15 Jahre) aus Anlass der Befragung, als man ihn darum bat, iiber seine
Teilung 15 durch 5 nachzudenken]. Es besteht ein Konflikt zwischen dem intuitiven

% Dies ist eine der Aufgabe aus einer Reihe von 42 Aufgaben, die in Deri, Sainati Nello und Sciolis Marino
(1983) geboten werden; dieser Artikel wird von mir umfassend diskutiert, unter Vergleich seiner Ergebnisse mit
den Ergebnissen, die ich selbst in der Romagna erhalten hatte: D'Amore (1993b), Seite 168 - 185.
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Bild des Rechenvorgangs und jenem Bild, das anschlieBend in einer raffinierteren
und eingehenderen Art und Weise konstruiert wird.

Jene Situationen, bei denen keine explizite Inanspruchnahme einer starken kogniti-
ven Kompetenz vorliegt, hebt das intuitive Modell des Rechenvorgangs stets ener-
gisch seinen Kopf! In der Tat kann man davon ausgehen, dass auch dann, wenn der
fortgeschrittene Lernende sich (mithsam) ein korrektes Modell eines Begriffs C kon-
struiert hat, das den mathematischen Kenntnissen ziemlich gut entspricht, unter nor-
malen Bedingungen das intuitive Modell stets als Erstes hervorlugen wird und da-
durch seine Hartndckigkeit nachweist.

Um dies besser zu verstehen, wollen wir uns noch einmal die Frage jenes Lernenden
aus der ersten Oberschulklasse ansehen, den wir soeben erwidhnt hatten. In einer
Routinesituation "féllt" der Lernende in die Falle, die sein eigenes intuitives Modell
ihm bietet; wenn ich ihn jedoch wédhrend der Befragung entsprechend hinweise und
ithm seine Aufgabe zuriickgebe, so verursacht diese neue Situation eine andersartige
und bewusstere Aufmerksamkeit sowie eine Inanspruchnahme stirkerer kognitiver
Tatsachen; jetzt beherrscht nicht mehr das intuitive Modell die Szene, sondern das
raffiniertere Modell, das kognitiv ausgearbeitet worden ist. Gerade die iiberraschte
und amiisierte Reaktion des Lernenden beweist, dass er selbst nicht die Tatsache be-
merkt hatte, ein intuitives Modell an Stelle eines raffinierteren Modells benutzt zu
haben.

Beispiel 3 - Immer noch die Division. Im gleichen Artikel von Efraim Fischbein aus
dem Jahre 1985, den wir soeben zitiert hatten, taucht ein weiterer sehr interessanter
Test auf, den ich personlich sehr hdufig benutzt habe, vor allem aus Anlass von Tref-
fen mit Lehrenden.

In Wirklichkeit besteht dieser Test aus 2 Ubungen; ich habe die erste Ubung voll-
standig unverdndert beibehalten, wihrend ich etwas den Wortlaut der zweiten Aufga-
be iiberarbeitet habe, um dafiir zu sorgen, dass sie, soweit es den Wortanteil betrifft,
genau mit dem ersten Wortlaut iibereinstimmt:

Aufgabe P1 - Eine Flasche Limonade enthdlt 0,75 Liter und kostet 2 Dollar. Wie viel
kostet 1 Liter?
Aufgabe P2 - Eine Flasche Limonade enthdlt 2 Liter und kostet 6 Dollar. Wie viel
kostet 1 Liter?

Wenn man lediglich die Aufgabe P1 zu l6sen gibt und zunéchst die Aufgabe P2 ver-
deckt hilt, so wird man bei den Anwesenden stets einen mehr oder weniger langen
Zeitraum der Unsicherheit feststellen. Wenn man auch P2 kurze Zeit danach vorlegt,
und nach Entdeckung der Tatsache, dass es sich um das gleiche Problem handelt,
werden viele Testpersonen bereit sein, freimiitig zuzugestehen, dass, wédhrend die
zweite Aufgabe unverziiglich durch die Division 6 durch 2 zu l6sen ist, die Losung
der ersten Aufgabe mit der analogen Division 2 durch 0,75 zu etlichen Verwirrungen
fiihrt.

Sehen wir uns nun den Kommentar an, in dessen Rahmen ich einen Auszug benutzen
werde, der durch Fischbein selbst zitiert wird:

"Auf Grund dessen ldsst sich davon ausgehen, dass es gerade die Zahlen und die Be-

ziehungen zwischen ihnen sind, die das Erkennen des Divisionsvorgangs als Lo-
sungsverfahren blockieren oder aber erleichtern. Jeder Rechenvorgang weist zusdtz-
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lich zu seiner formalen Bedeutung auch eine oder mehrere intuitive Bedeutungen auf.
Beide Ebenen konnen zusammenfallen oder aber nicht ".

Ich habe héufig versucht, die Lehrenden und die édlteren Lernenden danach zu fragen,
wie sie die Aufgabe P1 gelost hatten. Einige haben zugegeben, 0,75 als 3/4 angese-
hen zu haben und so zum Bereich der Briiche iibergegangen zu sein (wobei auch dies
nicht immer einwandfrei gelungen ist). Andere haben demgegeniiber zugestanden,
dass sie die Aufgabe P1 durch die Proportion 0,75 : 2 =1 : x gelost und dann die be-
kannten Eigenschaften angewandt haben, um (erfolgreich) das Ergebnis zu erhalten.
Nun ist darauf zu achten, dass im Laufe der Losung dieser linearen Gleichung unter
Auflésung auf die Unbekannte x hin ein Augenblick auftaucht, in dem man die Tei-
lung 2 durch 0,75 durchfithren muss, also scheinbar den gleichen Vorgang durchzu-
fithren hat, der dann, wenn man ihn direkt anhand der Vorgaben der Aufgabe durch-
gefithrt hitte, die Aufgabe P1 in einem kurzen Augenblick geldst hitte. Aber es ist
dennoch nicht dasselbe! Denn wenn es auf der einen Seite unzweifelhaft stimmt, dass
bei vielen von uns ein sehr starker Widerstand dahingehend vorliegt, direkt die Divi-
sion 2 durch 0,75 durchfithren zu sollen (auf Grund des Widerspruchs zwischen der
formalen Bedeutung und der intuitiven Bedeutung dieser Division), so besteht kei-
nerlei Schwierigkeit mehr, sobald man die Regeln zum Bereich der Proportionen an-
wendet und die einzelnen Schritte eines Algorithmus durchfiihrt, wenn dieser am En-
de des Gesamtvorgangs auftaucht und von uns verlangt, scheinbar den gleichen Re-
chenvorgang auszufithren. Wie wir inzwischen wissen, kommt an dieser Stelle eine
Klausel des contrat didactique zum Greifen, und zwar die Klausel der formalen De-
legierung: in einem gewissen Sinne lassen wir uns nicht mehr direkt darauf ein, die-
sen merkwiirdigen Vorgang durchzufiihren; es geht nicht mehr um eine Wahl oder
um eine personliche Entscheidung. Wir befolgen dann nur noch eine Verfahrensvor-
schrift, die aus einer Reihe von automatischen Durchldufen besteht, zu denen wir
tiber einen entsprechenden Konsens und eine Befugnisdelegierung verfiigen, und zu
denen wir uns nicht mehr in unserem Inneren um eine Schritt-fiir-Schritt-
Rechtfertigung bemiithen miissen.

Man muss zugestehen, dass diese Angelegenheit von ganz auBlerordentlichem Inte-
resse ist.

Beispiel 4 - Die Addition. Auf der Grundlage einer Idee von Gérard Vergnaud (1982)
7 stellt Fischbein diesen Vorgang als ein weiteres Beispiel fiir die Nichtiibereinstim-
mung zwischen der formalen Bedeutung und der intuitiven Bedeutung dar. Es handelt
sich um 3 Additionsaufgaben mit jeweils einer Phase, die also mit einem einzigen
Rechenvorgang zu 16sen sind. Um dem Leser das Verstindnis zu erleichtern, werde
ich sie vollstindig wiedergeben:

Aufgabe A - An einem Tisch sitzen 4 Jungen und 7 Mddchen. Wie viele sitzen da ins-
gesamt?

Aufgabe B - Jean hat 4 Francs ausgegeben. Nun hat er noch 7 Francs in der Tasche.
Wie viele Francs hatte er vorher?

Aufgabe C - Robert hat zwei Spiele gemacht. Im ersten Spiel hat er 4 Punkte verlo-
ren; aber am Ende des zweiten Spiels hat er einen Vorsprung von 7 Punkten. Was ist
im zweiten Spiel passiert?

7 Es handelt sich um die Studie zu einer sehr berithmten Dreiergruppe von Aufgaben, die in sehr vielen Texten
zitiert wird; sie wird auch in D'Amore (1993b) dargestellt und diskutiert.
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Alle 3 Aufgaben, dies ist sofort einsehbar, lassen sich durch den gleichen Vorgang
4+7 losen; die Prozentsidtze des Erfolgs unterscheiden sich jedoch voneinander auf
eine unglaublich deutliche Art und Weise.

* Aufgabe A wird schon in der zweiten Grundschulklasse (Alter: 7 Jahre) gut gelost:
die richtigen Losungen machen fast 100 Prozent aus. Diese Aufgabe weist eine nahe-
zu perfekte Ubereinstimmung zwischen der formalen Bedeutung und der intuitiven
Bedeutung auf: die Addition ist jener Rechenvorgang, der zur Losung von Aufgaben
fithrt, die eine Vereinigung zwischen Sammlungen ohne gemeinsame Elemente
betreffen. Aber fast keiner dieser Lernenden kann die Aufgabe B 16sen, und die we-
nigen, die sie 10sen, raten eher zufillig herum; schlielich gibt es nur 2 Zahlenanga-
ben, die zur Verfiigung stehen, 4 und 7 ...

* Aufgabe B wird - wenn auch mit Schwierigkeiten - in der vierten oder fiinften
Grundschulklasse (Alter: 9 oder 10 Jahre) geldst; es ldsst sich in jedem Fall darauf
hinweisen, dass die korrekten Losungen, die in bewusster Form gewonnen werden,
einen erfreulichen Prozentsatz ausmachen.

* Aufgabe C fiihrt zu einem so gut wie vollstindigen Misserfolg. Sogar noch in der
ersten und zweiten Mittelschulklasse (Alter: 11 oder 12 Jahre) weist die Aufgabe C
Losungsprozentsitze von lediglich 25% ca. auf, oder noch weniger, in Ubereinstim-
mung mit den Untersuchungen von Vergnaud und Fischbein.

Es ist jedoch offensichtlich, dass es hierbei nicht nur um formale und intuitive Be-
deutungen der Addition geht. An dieser Stelle handelt es sich auch - und vielleicht
vorwiegend - um Schwierigkeiten, den Wortlaut in "erzdhlender" Form zu beherr-
schen [Und dies wiirde zu der wichtigen Frage nach der Abfassung des Wortlauts der
Aufgaben iiberleiten, in deren Zusammenhang ich auf folgende Publikationen ver-
weise: D'Amore (1993b); D'Amore, Franchini et alii (1995)].

Dieser Typ von Aufgaben zeigt unter einem didaktisch - anwendungsbezogenen
Blickwinkel zumindest, dass das vermeintliche Kriterium der Schwierigkeit bei der
Losung von Aufgaben falsch ist, demzufolge die Zunahme der Anzahl der Rechen-
vorginge, die fiir die Losung durchzufiihren sind, mit einer Zunahme der Schwierig-
keiten gleichbedeutend sei. Es ldsst sich leicht nachweisen, dass es viele Aufgaben
gibt, die zwei Rechenvorginge benotigen, und die erheblich leichter als die Aufgabe
B zu 16sen sind; die Aufgabe C bleibt, obwohl sie lediglich einen einzigen Rechen-
vorgang benotigt, auBBerhalb der Reichweite der gesamten Grundschule.

Der Widerstand gegen den Einsatz der Addition in Situationen, in deren Zusammen-
hang davon auszugehen ist, dass keine Ubereinstimmung zwischen der formalen und
der intuitiven Bedeutung vorliegt, wird nicht nur in der Grundschule nachgewiesen,
sondern auch fiir die gesamte Mittelschule. Siehe hierzu z. B. Billio et alii (1993); in
diesem Rahmen werden auch bestimmte Situationen analysiert, auf die die Lernenden
in geeigneten Befragungen explizit hingewiesen hatten.

Beispiel 5 - Die Subtraktion. Die Subtraktion bietet schon auf Grund ihrer Wesensart
mindestens zwei verschiedene intuitive Bedeutungen, trotz einer einzigen formalen
Bedeutung; diese beiden unterschiedlichen intuitiven Bedeutungen lassen sich her-
ausstellen, wenn man zwei Aufgaben zu Rate zieht, auf die ebenfalls Fischbein hin-
gewiesen hatte:

1. Wenn wir 3 Murmeln aus einer Gesamtmenge von 10 Murmeln wegnehmen, wie
viele Murmeln bleiben dann iibrig?
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2. Ich habe 7 Murmeln, ich brauche aber 10 fiir ein Spiel. Wie viele muss ich noch
zu den Murmeln hinzufiigen, die ich schon habe, damit ich mit dem Spiel anfangen
kann?

Es versteht sich, dass beide Aufgaben durch eine Subtraktion zu 16sen sind; im ersten
Fall ist jedoch das Wegnehmen (wie Fischbein es nennt) intuitiv vorgegeben, denn es
liegt eine Ubereinstimmung zwischen der formalen Bedeutung und der intuitiven Be-
deutung vor; im zweiten Fall scheint die Benutzung additiver Strategien vom Typ 7 +
... = 10 naheliegender zu seien, wobei in welcher Form auch immer davon auszuge-
hen sein wird, dass die Piinktchen ... gleich 3 zu setzen sind. Auf der anderen Seite
ist jede Strategie additiv, die als "Ergédnzung zu" funktioniert, wie z. B. der Vorgang,
den Rest in einem Geschift herauszugeben: der Kaufmann berechnet iiblicherweise
nicht die Differenz, sondern er nimmt schrittweise eine Ergédnzung vor, ausgehend
von der jeweiligen Kostenposition, bis die gezahlte Summe erreicht wird. Es gibt
daher unter den Lernenden einen gewissen Prozentsatz von unrichtigen Antworten;
an Stelle der Subtraktion gibt es einige, die die Addition 7+10 oder 10+7 vornehmen,
auf Grund der Tatsache, dass hier das Wort hinzufiigen auftaucht, das die Verwen-
dung der Addition nahelegt.

Es gibt einen starken Kontrast zwischen dem naiven und spontanen Rechenvorgang,
der de fakto in einer konkreten Situation eingesetzt wiirde (also die Berechnung 7 + 1
+ 1 + 1, mit der Antwort: 3, in Verbindung mit der Anzahl der + 1, die erforderlich
sind, um auf 10 zu kommen), und der formalen Bedeutung der Subtraktion. Wenn es
einen spezifischen Rechenvorgang gibe, der die Anzahl der +1 ausdriickt, die es er-
moglichen, von 7 auf 10 zu kommen, so wiirde wahrscheinlich der Prozentsatz der
erfolgreichen Antworten deutlich ansteigen; natiirlich konnte jemand sagen, dass es
genau diesen Rechenvorgang schon gibt, und zwar die Subtraktion, die durch 10-7
ausgedriickt wird; die bislang durchgefiihrten Untersuchungen und angestellten Er-
wigungen zeigen jedoch, dass dies nicht jene intuitive Bedeutung ist, mit der die
Lernenden fiir ihren kognitiven Bereich die Subtraktion konstruieren.

Und es gibe noch viel zu sagen, soweit es eine Situation betrifft, die ich soeben wei-
ter oben angedeutet habe, und die noch komplizierter ist, angesichts der beiden intui-
tiven Bedeutungen der Division, also der Aufteilung und des Enthaltenseins, die ja
beide nur einer einzigen formalen Bedeutung entsprechen. Ich bin schon mehrfach
auf Grundschullehrer gestoBen, die mir beichteten, sie wiirden diese beiden Bedeu-
tungen getrennt voneinander behandeln, gewissermallen wie zwei unterschiedliche
Rechenvorginge, um Unsicherheiten bei den Lernenden zu vermeiden.

4. Interne und externe Modelle: die "Ubersetzung"

Das mentale Modell zu rekonstruieren, das eine Person von einem Begriff hat, ist ein
schwieriges - vielleicht sogar unmogliches - Unterfangen; wenn die Person sich
selbst gegeniiber ihr eigenes mentales Modell kommentieren mochte, so wird sie es
iiblicherweise in einer internen Sprache tun, die absolut personlich und frei von lexi-
kalischen Regeln zu sein scheint. Aber wenn sie das eigene Modell extern mitteilen
mochte, dann muss sie es in etwas "Externes" iibersetzen [unabhédngig von der Spra-
che, in der sie das Ergebnis iibermitteln wird: verbal (miindlich oder schriftlich),
nicht verbal (figurativ, mimisch, gestisch, usw.)].
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Auf Grund dessen ist ein externes Modell eines Begriffs die Tatsache, dieses Modell
in bewusster Form in einer wie auch immer gearteten Form von Sprache anzubieten,
wobei dieses Angebot aus Notwendigkeit oder aus einem Kommunikationswunsch
heraus erfolgt.

Ich habe das Verb "iibersetzen" benutzt, denn es handelt sich um eine Ubersetzung
im eigentlichen Sinne, und viele der derzeitigen Forschungen beschéftigen sich mit
den Modalititen dieser Ubersetzung und den Einfliissen, die durch Faktoren wie z. B.
die Personlichkeit, den kognitiven Stil, das Umfeld usw. auf einige Merkmale dieser
Ubersetzung ausgeiibt werden (z. B. die interne Sprache und das stillschweigende
Wissen).

Fiir die Didaktik der Mathematik weisen derartige Themen ein grofles Interesse auf,
denn die gesamte mathematische Kommunikation erfolgt iiber externe Modelle. An-
ders gesagt: wir werden niemals erfahren, wie das mentale Modell aussieht, das sich
der kleine Michel z.B. im Hinblick auf die Hohen eines Dreiecks ausgedacht hat.
Wenn wir ihn danach fragen, so wiirden wir lediglich das Ergebnis jener Ubersetzung
erhalten, von der ich oben schon gesprochen habe; danach ist es unmoglich, eine U-
bersetzung in umgekehrter Richtung vorzunehmen, um so zu dem mentalen Modell
von Michel vorzustoBen .... Im Laufe von Gesprichen oder Uberpriifungen wird Mi-
chel - auf Grund einiger Klauseln des contrat didactique - ganz im Gegenteil versu-
chen, externe Modelle vorzulegen, die sich dem anndhern werden, was er als Erwar-
tungen des Lehrenden ansieht, und die sich weniger an sein eigenes internes Modell
annidhern! Es gibt jedoch raffiniertere Untersuchungstechniken, die es gestatten, da-
fiir zu sorgen, dass sich der Lernende von der Beziehung zum Lehrenden und Bewer-
ter 10st, ebenso wie vom Bild der Klasse als Ort der Suche nach einem Konsens.
Wenn der Lernende dahingehend einwilligt, sich in einer natiirlichen Sprache auszu-
driicken, z. B. dann, wenn er sich an ein kleineres Kind wenden miisste, um ihm zu
erkldaren, was denn nun die HShen eines Dreiecks sind, dann erhidlt man Informatio-
nen, die man zwar nicht naiv als eine genaue Beschreibung des (internen) mentalen
Modells ansehen kann, die jedoch ziemlich personlich und eingehend ausfallen wer-
den.

Dies gilt fiir das - nicht zufillig ausgewidhlte Beispiel - , in dem ein Méaddchen aus der
zweiten Mittelschulklasse (Alter: 12 - 13 Jahre) die erwachsene Mutter spielt und
threm siebenjdhrigen "Sohn" erklédrt, warum Dreiecke drei Hohen haben:

Simona:

Mein Sohn, du kennst die Geometrie nicht; ich mochte dir aber erkldiren, was Hohe
heif3it. Wie du haben auch ich und Papa eine Hohe; man misst sie vom Kopf bis zu
den Fiiflen. Auch die Dreiecke haben eine Hohe; diese Hohe misst man aber vom
Scheitelpunkt (einem kleinen Punkt an der Spitze) bis zur Basis, die wie unsere Fiife
ist. Da nun die Dreiecke 3 kleine Spitzenpunkte haben, haben sie auch drei Hohen,
denn sie haben unsere 3 Paar Fiiffe. Und da wir nur einen einzigen Kopf und nur ein
einziges Paar Fiif3e haben, haben wir auch nur eine Hohe.

Nun ist keineswegs gesagt, dass das mentale Modell von Simona jenem Modell ent-
spricht, das sie so gut mit Worten beschrieben hat; wenn man aber ein solches exter-
nes Modell in verbaler Form gewinnen will, dann erfordert das eine ganz erhebliche
pddagogische Aufmerksamkeit und liefert uns viele Informationen zur Art und Wei-
se, wie Simona sich eine kognitive Losung vorgestellt hat, um dieses Modell zu ak-
zeptieren (D'Amore, Sandri, 1996).
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Zum Schluss werde ich mich darauf beschrinken, die klassische Bibliografie an-
zugeben, denn es handelt sich um ein 'heilles', stark diskutiertes und sich weiterhin
intensiv entwickelndes Thema.®

5. Das Dreieck: Lehrende, Lernende, Wissen

Die gesamte franzosische Lehrmeinung (und speziell Brousseau) betrachtet das Pha-
nomen 'Lehren + Lernen' unter einem systembezogenen Aspekt und nicht als die ge-
sonderte Untersuchung einer jeden seiner Komponenten. Unter diesem Blickwinkel
wird in Arbeiten von Yves Chevallard seit 1982 ein Modell des didaktischen Systems
zur Priifung vorgestellt; es umfasst dret Komponenten: Lehrende, Lernende und Wis-
sen (akademisches, offizielles, universitires Wissen); man nennt es auch das Dreieck
der Didaktik:

Lehrende Lernende

Wissen (savoir savant)

Es ist klar, dass der Lehrende in eine Reihe von extrem delikaten Beziehungen ein-
gebunden ist. Auf der einen Seite muss er eine didaktische Umsetzung des Wissens
(das auf der Forschung beruht) in das vermittelte Wissen vornehmen (entsprechend
der Praxis im Unterrichtsraum, vom Lehrenden aus gesehen) (Chevallard, 1985).

In Wirklichkeit ist der Ubergang erheblich komplexer, denn er geht vom mathemati-
schen Wissen iiber das zu lehrende Wissen bis zum vermittelten Wissen.

Die didaktische Umsetzung besteht somit darin, ein Element des Wissens aus seinem
(universitidren, sozialen usw.) Kontext zu 16sen und es in den stets einzigartigen und
stets besonderen Kontext des eigenen Unterrichtsraums zu iibertragen.

Bei dieser Arbeit steht der Lehrende niemals als isoliertes Individuum da. De fakto
ist es das Kollektiv und die Institution, die das Schulwissen objektivieren und defi-
nieren, ebenso wie die zugehorigen Methoden und den rationalen Charakter.

Die didaktische Umsetzung erzeugt dann eine bestimmte Reihe von Wirkungen: Ver-
einfachung und Entdogmatisierung; Schaffung von Artefakten oder Erzeugung von
vollig neuen Gegenstéinden.

In Wirklichkeit hat die Schule niemals reines Wissen gelehrt, sondern Lehrinhalte,
also etwas, das es nur innerhalb der Schule gibt, und das iiblicherweise weder im
Produktionsbereich noch in der Kultur eine unmittelbare Entsprechung findet. Sobald
ein Wissensbereich oder ein Begriff in einen Lehrplan Aufnahme finden, werden sie
in massiver Weise umgeformt und ihrer Natur beraubt, um einen anderen Status zu
finden; sie gehen zu einer anderen Logik und einer anderen Rationalitét iiber.

Der Begriff der didaktischen Umsetzung (transposition didactique) scheint auch fiir
die Zukunft sehr bedeutend zu sein, wenn man ihn als die Arbeit zur Angleichung

¥ In meinem Buch Problemi (1993b) sind das gesamte Kapitel 12 und verschiedene Abschnitte in anderen Kapi-
teln diesen Themen gewidmet.
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und Umformung des Wissens zu einem Lehrgegenstand versteht, und zwar - wie ich
schon sagte - entsprechend dem Ort, dem Publikum und den vorliegenden didakti-
schen Zielsetzungen.

Auf der anderen Seite muss der Lehrende jedoch das didaktische System sowie das
soziale und kulturelle Umfeld beriicksichtigen, also die Noosphdre, in der er zu han-
deln hat.

Als Noosphire kann man den Ort der Diskussionen iiber bedeutende Vorstellungen
zum Unterricht verstehen, sowie zu den Zielsetzungen der Schule, den Zwecken der
Ausbildung, den Erwartungen der Gesellschaft im Hinblick auf Schule und Kultur
(Beispiel: die Lehrplédne); die Noosphire ist die Vermittlerin zwischen dem Schulsys-
tem (und den Entscheidungen des Lehrenden) und dem sozialen Umfeld im weitesten
Sinne (auBerhalb der Schule); man konnte die Noosphire als den "duBeren Mantel
bezeichnen, der siamtliche Personen beinhaltet, die in der Gesellschaft iiber die Inhal-
te und Methoden des Lehrens nachdenken" (Godino 1993).

Es gibt auch eine Beziehung zwischen der Noosphire und dem contrat didactique, da
einige Klauseln dieses Vertrags sicherlich in direkter Form durch das Umfeld beein-
flusst werden, in dem man titig ist.

Zu diesem wichtigen Thema mochte ich mich jedoch auf die vorstehenden kurzen
Hinweise beschrianken.

6. Kognitiver Stil und paddagogische Profile

In seinem berithmten Buch Les profils pédagogiques behauptet Antoine De La Ga-
randerie (1980), dass es bei verschiedenen Personen unterschiedliche Formen der
Evokation - durch die Erinnerung - im Hinblick auf eine Vorstellung oder ein menta-
les Bild gibt; einige sind "von ihrer Natur her" visuell, andere sind auditiv. Er be-
zeichnet dies als pddagogische Muttersprache und schlagt vor, kognitive Gewohnhei-
ten zu definieren und Verwendungsfrequenzen zu messen (zum Beispiel im Klassen-
raum), um schlielich eine Typologie aufzustellen. Sodann unterscheidet er zwischen
vier Parametern zur Charakterisierung der geistigen Vorgidnge: zwei "einfache" [E-
vozieren von Dingen und Worten]| und zwei "komplexe" [Evozieren von Beziehun-
gen; Evozieren von Vorwegnahmen, oder erfinderisches Evozieren (visuell oder au-
ditiv)]. Die Kombinationen dieser verschiedenen Parameter und der Grad der Beherr-
schung dieser Parameter gestatten es ihm, sechs kognitive Modelle zu definieren, die
er als kognitive Profile bezeichnet.

Dies fiihrt zur Vorstellung des kognitiven Stils, bei dem es sich meiner Meinung nach
jedoch um eine erheblich umfassendere Frage handelt. Unbeschadet des Umstandes,
dass es dabei um die Gesamtmenge der personlichen Merkmale geht, iiber die jeder
Mensch verfiigt und die er im (bewussten oder nicht bewussten) Vorgang des Erler-
nens einsetzt, hdngen sie nicht nur von "natiirlichen" Gegebenheiten ab, sondern auch
von voriibergehenden Befindlichkeiten, von der Bereitschaft, vom Interesse, der Mo-
tivation, usw.

Ich meine, dass nicht von ungefdhr die Mathematik hidufig unter den von De La Ga-
randerie bevorzugten Analysebeispielen auftaucht. Die Modalitidten des Erlernens der
Mathematik sind sicherlich stark an individuelle Faktoren gebunden, aber auch an die
Stabilitdat und Labilitdt des Augenblicks, da unser Fach - vielleicht noch stirker als
andere Ficher - Aufmerksamkeit und Konzentration erfordert.

Aber ich mochte hier auf eine weitere Vertiefung verzichten, denn man wiirde da-
durch unvermeidbar zu tiefreichenden Problemen gelangen, die die didaktischen Mo-
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delle, die Modellbildungen der Lernvorgidnge und daher die Typologie der geistigen
Vorginge betreffen (Meirieu, 1987).

7. Hindernisse

Es ist nicht einfach, Begriffe zu bilden; denn jeder Begriff - auch wenn er einfach zu
sein scheint - wird von einem fluktuierenden und komplexen Umfeld aus assoziativen
Darstellungen umgeben, die zu vielfdltigen Ebenem der Formulierung und unter-
schiedlichen Niveaus einer Einbindung des Begriffs fiihren (Giordan, De Vecchi,
1987).

Das erste Problem besteht also darin, den Begriff von diesem 'Halo' zu sdubern, der
die eigentliche Bedeutung zu verbergen scheint. Und dann ist an die Hindernisse zu
denken, die sich vor den Lernvorgang schieben; dieser Gedanke wurde zum ersten
Male durch G. Brousseau im Jahre 1983 vorgeschlagen, wobei er den entsprechenden
Begriff aus philosophischen Untersuchungen von Gaston Bachelard entliehen hatte.
Wir wollen sehen, worum es hier geht: ein Hindernis ist eine Vorstellung, die zum
Zeitpunkt der Herausbildung des Begriffs effizient gewesen war, um frithere Proble-
me (auch rein kognitiver Art) und Aufgaben zu losen, der sich jedoch dann als Ka-
tastrophe erweist, wenn man versucht, ihn auf eine neue Problemstellung9 anzuwen-
den. Auf Grund des eingetretenen Erfolgs (oder sogar: in noch stirkerem Malle auf
Grund des Erfolgs) neigt man dazu, die schon erworbene und gefestigte Vorstellung
beizubehalten, und man versucht, sie trotz des Fehlschlags zu retten; dadurch ent-
steht jedoch eine Barriere, die nachfolgende Lernvorginge behindert.

Der Verfaser unterscheidet drei Typen von Hindernissen:

- Hindernisse ontogenetischer Art

- Hindernisse didaktischer Art

- Hindernisse epistemologischer Art.

Jede lernende Person entwickelt Fihigkeiten und Kenntnisse, die ihrem geistigen Al-
ter angemessen sind (wobei sich das geistige Alter vom chronologischen Alter unter-
scheiden kann), die also fiir Mittel und Ziele des jeweiligen Alters angemessen sind;
im Hinblick auf den Erwerb bestimmter Begriffe konnen diese Fihigkeiten und
Kenntnisse unzureichend sein, und zwar in Anbetracht eines bestimmten didakti-
schen Projekts des Lehrenden, und sie konnen daher Hindernisse ontogenetischer Art
darstellen (der Lernende konnte neurophysiologische Beschrinkungen aufweisen, die
z.B. nur auf sein chronologisches Alter zuriickzufiihren sind).

So zum Beispiel ist jeder Versuch zum Scheitern verurteilt, Beweise in der zweiten
oder dritten Mittelschulklasse einzufiithren (Alter der Lernenden: 12 bis 14 Jahre),
wenn der Lehrsatz des Pythagoras vorgestellt wird; denn dies zwingt die Lehrenden
dazu, den "Beweis in Form einer demonstratio" durch einen zuweilen konkreten
"Nachweis" (ein Vorzeigen) zu ersetzen. Im allgemeinen wird davon ausgegangen,
dass dieses Scheitern auf das Alter der Lernenden und auf ihre noch unreife Kritikfa-
higkeit zuriickzufiihren sei.

Ein weiteres Beispiel: zum Scheitern ist der Versuch verurteilt, in der Grundschule
das logische Bindeglied "Implikation" (wenn A, dann B) einzufiihren, und zwar aus
den gleichen Griinden.

® Anm. d. Ubers.: Das italienische Wort "problema" bedeutet sowohl 'Problem’ wie auch 'Rechenaufgabe’.
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Jeder Lehrende wihlt ein Projekt, einen Lehrplan, eine Methode; er interpretiert in
personlicher Form die didaktische Umsetzung, gemifl seinen eigenen wissenschaftli-
chen und didaktischen Uberzeugungen; er glaubt an seine Wahl und stellt sie der
Klasse vor, weil er sie fiir effizient hilt; aber das, was tatsédchlich fiir einige Lernen-
de effizient sein wird, ist es nicht unbedingt auch fiir den Rest der Klasse. Fiir diese
anderen Lernenden erweist sich die Wahl dieses Projekts als ein didaktisches Hin-
dernis.

Ein Beispiel fiir ein didaktisches Hindernis ist die Prdsentation von Seiten einiger
Lehrender der Grundschule, wenn die unendlichen Gegenstdnde vorgestellt werden:
das Segment als unendlich viele Punkte, die Gerade als unbegrenzte Figur. In den
Schulen ist jenes Modell am weitesten verbreitet, das das Segment als eine Perlenket-
te darstellt; auf Grund seiner Unmittelbarkeit wird dieses Modell von den Lernenden
sofort akzeptiert und wird zu einem intuitiven Modell; natiirlich stellt es ein didakti-
sches Hindernis dar, wenn die Idee der Dichte in der Grundschule und - noch ausge-
priagter - in der Mittelschule eingefiihrt werden soll, oder wenn der Gedanke der Ste-
tigkeit in der Hoheren Schule auftaucht. Eingehende Untersuchungen haben umfas-
send nachgewiesen, dass die dlteren Lernenden (letztes Jahr der Hoheren Schule und
Anfangsjahre der Universitit) nicht in der Lage sind, den Begriff der Stetigkeit zu
beherrschen, und zwar gerade wegen des weiterhin bestehenden intuitiven Modells
des Segments als einer Perlenkette. Soweit es die Gerade als unbegrenzte Figur be-
trifft, so scheinen die Gerade selbst sowie die fortgesetzte Zahlung der natiirlichen
Zahlen die Lernenden in die Lage zu versetzen, das Unendliche nur als Moglichkeit
(in potentia) zu sehen, aber nicht als Wirklichkeit (in actu); auch dies fiihrt zu
schwerwiegenden didaktischen Hindernissen wéahrend des nachfolgenden Unterrichts.

Jedes Thema mit mathematischem Charakter weist einen eigenen epistemologischen
Status auf, der von der Geschichte seiner Entwicklung innerhalb der Mathematik ab-
hingt, ebenso wie von seiner kritischen Ubernahme im Bereich der Mathematik, so-
wie von den Vorbehalten, die fiir das Thema spezifisch sind, von der Sprache, in der
es ausgedriickt wird oder die es benotigt, um sich ausdriicken lassen zu

konnen.

Wenn innerhalb der Geschichte der Entwicklung eines Begriffs eine Unterbrechung
der Kontinuitit, ein Bruch oder radikale Anderungen der Auffassung auftreten, dann
ldsst sich vermuten, das dieser Begriff in seinem Inneren Hindernisse epistemologi-
scher Art verbirgt, die das Erlernen behindern; dies duBlert sich zum Beispiel in im-
mer wiederkehrenden und typischen Fehlern verschiedener Lernender in verschiede-
nen Klassen, sofern sie iiber die Jahre jeweils Stabilitdt aufweisen.

So stellt das mathematisch Unendliche sicherlich ein epistemologisches Hindernis
dar; man braucht nur die Geschichte dieses Begriffs im Rahmen der Mathematik
nachzuzeichnen, um auf die Kdmpfe, die Diskussionen und die Briiche zu stoBen, die
schlieBlich zur Akzeptierung dieses Begriffs fithrten, seit Zenon aus Elea (5. - 6.
Jahrhundert vor Christus) seine berithmten Paradoxa einfiihrte, bis zur durch Aristo-
teles aus Stagyra (3. Jahrhundert vor Christus) ausgesprochenen Verurteilung des
Unendlichen in actu, und schlieBlich bis zu seiner vollstdndigen Ubernahme dank des
Wirkens von Georg Cantor (Wende vom 19. zum 20. Jhdt.). In didaktischer Hinsicht
wurde diese Angelegenheit umfassend im internationalen Rahmen untersucht.

Auch die Zahl Null stellt ein epistemologisches Hindernis dar; sie fehlte bei fast al-
len Volkern der Antike, unter Einschluss der Griechen und Romer, und sie taucht erst
im 6. Jahrhundert nach Christus in Indien auf; ihre Bekanntmachung erfolgte iiber
die arabische Welt ab dem 9. Jahrhundert; die Pridsenz dieses Begriffs in europdi-
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schen Werken aus dem 13. und 14. Jahrhundert wurde jedoch stark durch erbitterte
Kidmpfe behindert. Eine uneingeschriankte Zustimmung zur Null als einer Zahl im
eigentlichen Sinne erfolgte erst spit, vielleicht erst im 16. Jahrhundert. In didakti-
scher Hinsicht ist bekannt, dass der Lernende die Null als eine "besondere" Zahl an-
sieht und sie nur schwer beherrscht.

Die ganzen Zahlen, die ein Vorzeichen aufweisen und in der Schule als "relativ" be-
zeichnet werden, tauchen erst im sechsten Jahrhundert nach Christus in Indien auf;
ithre Geschichte ist mit dem Werdegang der Null vergleichbar, wird jedoch stirker
behindert und fiihrt noch spiter zum Erfolg. Es ist sicherlich iiberfliissig, daran zu
erinnern, dass in didaktischer Hinsicht es auf Seiten der Lernenden viele Schwierig-
keiten gibt, sich hinsichtlich der Funktionsweise dieser Zahlen Rechenschaft abzule-
gen. Ein klassisches Beispiel ist die merkwiirdige Tatsache, dass das Produkt zweier
negativer Zahlen positiv ist.

Um zusammenzufassen: das ontogenetische Hindernis hdngt mit dem Lernenden und
seiner Reife (in vielerlei Hinsicht) zusammen, das didaktische mit der strategischen
Wahl des Lehrenden, und das epistemologische Hindernis mit der Art des Themas
selbst.

Wann und aus Anlass welcher mathematischer Gedanken konnte mit Wahrschein-
lichkeit ein epistemologisches Hindernis auftreten?

* Fast sicher wird ein epistemologisches Hindernis bei jenen Vorstellungen auftreten,
bei denen die historische Analyse einen Bruch, einen plotzlichen Umschlag, eine
Nicht-Kontinuitét der historisch-kritischen Entwicklung dieser Vorstellung offenbart;
* Ein epistemologisches Hindernis wird im Zusammenhang mit einer Vorstellung
vorliegen, wenn ein bestimmter Fehler mehr oder weniger in gleicher Art im Zusam-
menhang mit der Vorstellung wiederholt auftritt.

Die Suche nach Hindernissen ist jeweils gleichzeitig - und diese Verbindung ist du-
Berst interessant - durchzufithren, und zwar:

* in der Schule, in der didaktischen Praxis; und:

* bei der Untersuchung der Geschichte der Mathematik,

wobei beide Forschungen miteinander zu verbinden sind.

Von groBtem Interesse ist die Position, derzufolge - siehe hierzu Federigo Enriques
(1942) ' - der Fehler "weder dem logischen Vermdgen noch der Intuition angehdort,
[sondern] in dem schwierigen Augenblick ihrer Verbindung entsteht".

Der Fehler ist daher nicht notwendigerweise nur die Frucht der Unwissenheit, son-
dern er konnte auch das Ergebnis eines fritheren Wissens sein, eines Wissens, das
erfolgreich gewesen war, und das zu positiven Ergebnissen gefiihrt hatte, das jedoch
nicht mehr standhilt, wenn man es mit triftigeren oder allgemeineren Umstidnden
konfrontiert.

Daher geht es nicht immer um einen Fehler unbekannten Ursprungs - also um einen
nicht vorherzusehenden Fehler - , sondern um das Offenbarwerden von Hindernissen
in der weiter oben angesprochenen Bedeutung. Diese Erwdgungen haben die For-
schungen zur Didaktik der Mathematik dazu gefiihrt, den Fehler und seine Rolle
vollkommen anders als die iibliche Praxis neu zu bewerten.

19 Um diesen Artikel in der Literatur zu finden, muss man nach dem Autor Adriano Giovannini suchen, also dem
Pseudonym, das Enriques unter dem faschistischen Regime annehmen musste, um sich den Rassenverfolgungen
zu entziehen, und vor allem, um weiterhin - entgegen dem Verbot - publizieren zu kénnen. Man findet dann den
entsprechenden Hinweis (Giovannini 1942).
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Derartige Untersuchungen sind duBerst faszinierend und haben schon zu interessan-
ten Ergebnissen gefiihrt; an dieser Stelle muss ich sie nun aber leider iibergehen.
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